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Prélogo

Pillatoner SL, es una empresa dedicada a la edicion y venta de apuntes
para universitarios. Somos una empresa joven que tiene por objetivo lograr
dotar al estudiante universitario de un material de apoyo adicional a los ya

existentes (manuales, asistencia a clase, material de reprografia, etc.)

Es por ello que recopilamos los apuntes de aquellos alumnos que asisten
regularmente a clase, que completan sus apuntes con manuales, asi como con
conocimientos previos. Ofrecemos al estudiante, un resumen de lo maés
imprescindible de cada asignatura, con el fin de que sirva de material adicional
(adicional porque sin conocimientos previos, dificilmente valdra de algo esta

compilacion de apuntes), a los métodos ya existentes.

Esperemos que con esta coleccién, la vida universitaria se haga al
estudiante mas corta y fructifera. Suerte y a estudiar, que es el iinico método

conocido (exceptuando las chuletas), de aprobar la carrera.
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Temario
Tema 1. Nociones basicas de algebra

- Definicién y propiedades inmediatas

- Dependencia e independencia lineal de vectores
- Subespacio vectoriales

- Bases. Dimension

- Ejercicios

- Concepto

- Matriz de una aplicacion lineal

- Ejercicios
Tema 2. Limites y continuidad de funciones

- Propiedades
- Limites. Continuidad

- Ejercicios
Tema 3. Derivabilidad de funciones

- Derivadas parciales. Vector gradiente
- Derivadas direccionales. Diferencial
- Derivadas parciales sucesivas

- Ejercicios
Tema 4. Diferenciabilidad de funciones

- Funciones compuestas

- Funciones homogéneas

- Formas cuadraticas reales
- Convexividad

- Optimizacién
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Temas. Introduccion al calculo integral y a las ecuaciones

diferenciales

- Laintegracion definida
- Integradas impropias
- Integral multiple

- Ecuaciones diferenciales
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TEMA 1. NOCIONES BASICAS DE ALGEBRA

1. DEFINICION Y PROPIEDADES INMEDIATAS

Diferencia entre escalar y vector:

- Un escalar es un namero.
- Un vector es un elemento formado por dos o méas escalares (Separados

por comas), a los que llamaremos componentes.

Ejemplo : [ gsealar: 7

fin 4
Vectores- (.‘J' ) ‘
113.2)

Concepto de espacio vectorial:

Un espacio vectorial es conjunto E de vectores en el que se define una

primera operacion (o ley de composicion) y que es la

o]
Al

suma de vectores:

\’
=l
+
('J I
m
by

De manera que dados dos vectores cualesquiera :

)
m
i

La suma de 2 vectores es siempre otro vector.

Definicién completa de espacio vectorial:
Un espacio Vectorial es un conjunto E de vectores en el que se han

definido dos operaciones:
La suma de vectores y la multiplicacion de un escalar por un vector; cada

una de las operaciones con las propiedades citadas.

(Ea +, ') - K

Nota:La suma de vectores se dice que es una ley de Composicién interna

porque la suma de 2 vectores da otro vector.

Propiedades de la ley de composicion interna: (Suma)

E = Conjunto de vectores.

1. Asociativa: 0 x,y,z0E, se ha de cumplir : x+ly+z)=lx+y)+z=lx+z)+y
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2. Existencia de elemento neutro:

Ha de existir en el conjunto E, un vector O tal que, [ XOE, se cumpla :

x+0=x

3. Existencia de elemento simétrico:

-1, - — -1

Para cada vector x O E ha de existir otro vector x /x+x'=0:x

Elemento simétrico de x .

Nota: El elemento neutro es unico para todos los vectores, pero en

cambio, cada vector tiene su propio elemento simétrico.

4. Conmutativa :

O x, y O E hade cumplirse :

= |
+
e |
Il
e |
+
=1

B. Definimos en el conjunto E una segunda operacion :
22 OPERACION :

Multiplicaciéon de un escalar por un escalar.

E : Conjunto de Vectores

K : Conjunto de Escalares

Vx €
()

E - . . .
K a-x € E - Cualqmef escalaf por Cua.lqmef vector nos dara SiIempre un vector.
V O €

/

Ejemplo: 3(1,2,4)=(3,6,12)
Nota: La multiplicacion de un vector por un escalar es una laye de

composicion externa.
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Propiedades de la ley de composicion externa:

1. Propiedad distributiva de escalar respecto a vectores :

Vaek — - -
- - >a-(x+y)=a-x+a-y
VX yE€ EJ ' '

Ejemplo :

3[1,3,2)+(4,2,5]1=3@,3,2) +3(4,2,5)

2. Distributiva de vector respecto a escalares :

VxeE 1

¥ T Kj.v_c-(a,ﬁ)za-;ﬁﬁ-;c

3. Asociatividad mixta de escalares :

vV a B eK| - _
o= Ja-(_ﬁ-x’—(\a-ﬁ)-x

4. Existencia en K de elemento neutro de la multiplicaciéon de esclares: En el

conjunto K ha de estar el “1” de manera que :

l-x=x vV x

2. DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAL DE
VECTORES

Sea E un espacio vectorial. Sean : X1, Xa,..., Xa O E.

1) Decimos que los vectores : X, X2,..., Xn son linealmente independientes si

la ecuacidn :

o +a,Be+...+a, =0

ADMITE COMO UNICA SOLUCION : a, =a, =...=a, =0 (Soluci6n trivial)
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2) Si por el contrario (Ademas de dicha Solucién) existe alguna otra Solucion, en

la que al menos un a; # 0— Los vectores son L.D.
a,[{132) +a, [{415) = (000)
Como tnica solucion para que de (0,0,0), @, Y @, tienen que se igualesy

de valor o, por lo que son L.I.

Siademasde a;, y a, nos dieran :
(-3)(1,3,2) +1(3,9,6) = (0,0,0)
(0)* (1,3,2) + 0(3,9,6) = (0,0,0)
+ Se tienen los vectores : V,, V,, Vs

* Se tienen los escalares :

[ enla ecuacién -
a.0.0 — — .
lag-Vi+ay-Va+a;-Vi=0

a =0, a,=0, a,=0

Se sabe que :

No sabemos co6mo son los vectores por que no se sabe si la solucion trivial

es la tinica o no.

METODO PRACTICO PARA ESTUDIAR SI UNA SERIE DE VECTORES SON
LIOL.D.:

1. Se colocan los vectores en columna — Matriz de vectores: M
2. Se calcula el rango de la matriz: Rg (M).
3.Si Rg (M): 7 =n© de vectores — Los vectores son L.I.

N< n° de vectores — Los vectores son L.D.
Ejemplo:

Dados los vectores Vi : (3,1,2) , V2 :(2,1,4) Vs: (1,-1,0) ¢Son L.I.?
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NOTA : El Rgdeunamatrizescomomaximoladimensiénrmenor.
Enestecasojadimensiormax.es3.

321
M=|11 -1
2 40
FILAS
1
X

(3 3)Il
COLUMNAS

2.- Calculamos el determinante de la matriz:

= (4+0-4) — (-1242+0) = 0- (-10) =10 # 0

- Siel determinantees # 0 - Rg (M) = 3
- Siel determinante es =0 —» Rg(M) < 3

3.- Por lo que el Rg (M) = 3 n° de vectores — L.I.
Ejemplo :

Vi:(312) V2:(214) , Vs:(526) ssonLiz

=
W

M=

o o= W
o

FILAS
1

(3 } 3)
COLUMNAS

2.- Calculamos el determinante de la matriz : = (20+18+8) — (24+10+12) = 0

1

3 2
=3-2=1#0
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Si hay un determinante de (2 x 2) no nulo entonces Rg = 2.
Sino hay ningin determinante no nulo, miramos si algiin nimero es no nulo y el

Rg seré 1.

3.- Como Rg (m) = 2 < 3 : n° de vectores — L.D.

Ejemplo :
V1:(314) , V2:(213) ¢Son L.I?
1.-
3 2
M=[1 1
4
FILAS
:
(3X2)
!
COLUMNAS

2.- Calculamos el determinante de la matriz :

‘ 3

2
=3-2=1#£0- Rg(M) =2
| 1‘ g(M)

3.- Como Rg (M) = 2 : n° de vectores — L.I
Ejemplo :

¢Son L.I?

V1:(312) , V2:(413) , Vs:(101) , Va:(311)

I
N PWw
W~ b
B o R
P, W

FILAS
3
(3X4)
!
COLUMNAS

10
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2.- Calculamos el determinante de la matriz :
=(3+3+0) - (0+2+4)=9—-6=3 %0
Rg = 3

3.- Como el Rg (M) = 3 < n° de vectores — Los vectores son L.D.
Ejemplo :
Dados los vectores : |v,(132); V,(411) , Vs(23a)

({2

Calcular “a” para que los vectores sean L.D.:

FILAS
1

(3X3)
!
COLUMNAS

2- Calculamos el determinante de la matriz :
= (6+a+24)-(3+4+12a)= 30+a — 7+12a =
=30-7=12a-a — 23 =11a

23
a=—
11

*Sia= %)’—' Rg (m) = 2 < n° de vectores — L.D.

Pillatoner SL

+ Si a:%j implica que el Rg (m) es menor de 3 y como ha encontrado un

menor de orden 2 que es # 0, entonces el Rg = 2.

4‘ =1-12=-11#0
1

\3

'Si a# %;’—v Rg (m) = 3 = n° de vectores — L.I.

- Para calcular determinantes mayores de 3 x 3 se aplicaria.

11
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El método de Chio

Se busca un 1, sino lo hubiera basta con dividir una final o una columna
por un n°® y multiplicar fuera por dicho nimero.

Redondeamos, la fila y la columna donde esta el uno.

A los deméas elementos se les resta el producto de los que le
corresponden en la fila y columna que esta el uno.

Al resultado se le antepone signo positivo o negativo segin el lugar que

ocupa el 1 seglin el siguiente criterio:

“Si al sumar la fila y la columna donde esta el 1 el resultado es par —

signo positivo y si es impar signo negativo”.

Ejemplo:

o

'
—
o o -

y ahora este lo hacemos por Sarrus.

Si la suma de la 12 Fila y la 32 Columna da par = (+)

y ahora este lo hacemos por Sarrus.

Si la suma de la 12 Fila y la 32 Columna da par = (+)

Ejemplo :

3 2 0 2

4 -2 2 2

3 5 0 3

3 0 4 2

Fila base

3 2 0 2 /
2 -1 11 = 48F =42F -4+-22F =
3 5 0 3
3 0 4 2
3 2 02\‘ Columna base:
2 -1 11 Hay que hacer ceros en esta columna
3 5 0 3
-5 4 0 -2

12
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=0+Ad) 13+1+Adj 23+ 0-Adj43 =

322 2132 23
=(1)s5=(C1)0 353|=— 3[3 5 3|3 =
X 4 8 -2[ -5 4-2| -5
=- [(24-30-30)-(36 -50+12)] = —(-36)+2 =—(-34)=34 = 0=
IMPORTANTE

- Siuna serie de vectores (conjunto) son L.I: Forman un SistemalLibre.

- Siuna serie de vectores son L.D.: Forman un Sistema Ligado.

Sistema de generadores de un espadio vectorial:

Se dice que un conjunto de vectores es un Sistema generador de un
espacio vectorial, si a partir de dichos vectores y por combinacion lineal de ellos
se puede obtener cualquier vector del espacio vectorial.

En un sistema de generadores los vectores pueden ser L..D 6 L.1.

Sistema minimo de generadores:
Es el nimero minimo de vectores necesarios para que por combinacién

lineal de ellos, se pueda obtener cualquier vector del espacio vectorial.

En un sistema minimo de generadores, los vectores son siempre L.1.

3. SUBESPACIOS VECTORIALES

Sea E un espacio vectorial y sea F un subconjunto de vectores de E : (F

< E)- Esdecir: F estaincluido en E.

Se dice que F es un espacio vectorial de E si :

A) |Ox,y,0F - x+y0OF| (Leyde Composicion interna).

O xOF

B) |OaOK (Ley de Composicion Externa).

}ﬁaﬁmF

NOTA : Un subespacio vectorial sera un Subconjunto de vectores que posee las

mismas propiedades del espacio vectorial.

13
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Caracteristicas de un subespacio vectorial:

Se llama caracterizar un subespacio vectorial a indicar las caracteristicas

especificas que poseen todos los vectores de dicho subespacio vectorial.

1. Mediante una base del Subespacio.

Como una base es un sistema generador, si conocemos una base del
subespacio, sabemos que cualquier vector del subespacio se podra obtener a

partir de los Vectores de dicha base.

2. Mediante ecuaciones paramétricas del Subespacio:

Son las que se obtienen al expresar un vector genérico (cualquiera del

subespacio, como combinacion lineal de los vectores de una base).

3. Mediante las ecuaciones caracteristicas del Subespacio:

Son las que se obtienen al exigir que sea compatible el sistema formado

por las ecuaciones paramétricas.

Dimension de un subespacio vectorial:

Es el n° de vectores que tiene cualquier base de dicho Subespacio (Pero
los vectores seguiran teniendo tantos componentes como dimensién tiene el

espacio).

Pasos:

— Nos daran un sistema de generadores del Subespacio.

— Comprobaremos si los vectores son dependientes o independientes.

- Si son independientes formaran una base del Subespacio y el niimero de
vectores de dicha base sera la dimension del subespacio.

- Expresaremos un vector genérico (cualquiera) del subespacio como
combinacion lineal de los vectores de dicha base y obtendremos las
ecuaciones parameétricas.

- Exigimos que sea compatible el sistema de las ecuaciones paramétrcas Rg
(©) =Rg (A).

- La ecuacion o ecuaciones obtenidas ya son las ecuaciones caracteristicas.

14
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NOTA : Se cumplira siempre:

La Dimension de Subespacio + N°© de ecuaciones = Dimensién E

Ejemplo :
Dado el Subespacio Vectorial “F”: < (1,3,2) , (4,1,0) >.
— Hallar las ecuaciones caracteristicas.

— Estudiar si el vector (2,3,4) OF.

* Ahora seguiremos los pasos :
— Nos daran un sistema generador del Subespacio.

— Comprobar si los vectores son L.D 6 L.I :

14 1
M=131]| ; ‘3 j=1—12:—11¢0
2 O 3x2
Rg(M) =2=n°vectores- L.I

3. Entonces, al tratarse de vectores L.I, constituira una base de
F: Br=1{(1,32, (4,10}

Dimension de F = 2 — (Porque la base tiene dos vectores )

4y 5. Ecuaciones paramétricas :

O, X5, %) 0 F = (%, %,,%,) =a(1,3,2)+ B(410)

X =a+4p
X, =3a + [+ - Ecuacione®arameétrias
X; =20

Todo vector del Subespacio ha de ser combinacion Lineal de los vectores
de una base (del Subespacio).
5. Ecuaciones Caracteristicas :

Exigimos que sea compatible el sistema de las ecuaciones paramétricas.

NOTA : Para que un sistema sea compatible el Rg (C) = Rg (A).

C : Matriz de los Coeficientes.

15
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A : Matriz Ampliada.

4
1‘ =1-12=-11#20 Rg(C)=2

4 » Tenemogjuehacerquela matrizampliadatengaRg (A) = 2
1/=0/| ° Tenemogiuehacerqueeldeterminatesea0,paraqueasi
0 elRg(A) nosea3.

8x, +% —(12x,+2x)=0

8x, =1l —-2x =0

+V

—2X +8x,—11%, =0 - Ec.Caracterticadelsubespacivectorial Esta ecuacion

es la que cumple cualquier vector del Subespacio vectorial.

* Para que un vector pertenezca al Subespacio vectrial ha de cumplir esta

ecuacion :

Ejemplo: (1,3,2) :

2X:+8X2 -11X3=0

2:(1)+8+(3)—11"(2)=0

2 + 24— 22 =0 — Sique se cumple.
(4,1,0):

2X+8Xs -11X3=0

2:'(4)+8*(1)—-11"(0)=0

8 + 8 =0 — Siquese cumple.

El vector (2, 3, 5) ¢Pertenece a F?

2X;+8X2 -11X3=0
2+(2)+8+(3)-11:(5)=0
4+ 24 — 55 =-35#0 — No pertenece al Subespacio Vectorial.

16
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- (27 35 5) OF
NOTA : Siempre se cumplira que:
Dimension del Subespacio Vectorial + n® de Ecuaciones caracteristicas =

Dimension de E.

Se considera el SubespacioF: <(0,1,3) ,(4,1,1) >
Nos piden:
— Obtener las ecuaciones Caracteristicas.

— Estudiar si el vector (2,3,5) O F.

* Ahora seguiremos los pasos:
— Nos han dado un sistema de generadores.
— Comprobar si los vectores son L.D 6 L.I :

04 0

M=[1 1| ; =0-4=-4%0
11
3 1 3x2
Rg(M) =2=n°vectores- L.I
3. Entonces, al tratarse de vectores L.I, constituira una base de
F:Br={(0,1,3) ,(4,1,1)}
- Dimensién E =3 (n° de Componentes)

-  Dimension F = 2 (n° de Vectores)

4. Ecuaciones Paramétricas:
0%, %,%)0 F = (x,,%,%) = a(013) + (411)

X =4
X, = a+ [ ; EcuacioneParamétrias
X =3a+ [

5. Ecuaciones Caracteristicas:
- Exigimos que sea compatible el sistema de las ecuaciones paramétricas.
Rg(C) =Rg(a).

17
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0
0

C=11 1= ‘1 14‘:0—4:—47& 0 Rg(C)=2

3

X, 0 » Tenemogjuehacerguela matrizampliadatengaRg (A) =2
A=[X, 1 1|=0 « Tenemogjuehacerqueeldeterminatesea0, paraqueasi

X; 31 elRg(A) nosea3.
41 0 4x

- (12x, +x +0)—(3x, +4x,+0)=0
1x, 1 1x, =012(+2);1 )4()(10)(3 )
X - - =

1(x; 3 1|x, 2707 T,

-2 X1+ 12X2—4X3=0

Ecuacién Caracteristica de Subespacio Vectorial

* Ahora comprobaremos si hemos hecho bien la Ecuacién :
(0,1, 3):

- 2X;+12X2 -4X3=0

- 2:(0)+12:(1)-4"(3)=0
0+ 12 —12 =0 — Sique se cumple.

(4,1, 1):
- 2X1+12X2-4X3=0
- 2'(@+12:(1)-4"1)=0
- 8+12—-4=0 — Siquese cumple.

2) El vector (2, 3, 5) éPertenece a F?
- 2X;+12X2 -4X3=0
- 27(2)+12:(3) -4+ (5) =0
- 4+36—-20=0 — Nosecumple. (2,3,5) O F.

18
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4. BASES. DIMENSION

Base de un espacio vectorial:

Sea E un espacio Vectorial :
Una base de E es un conjunto de vectores que cumple 2 condiciones :

B) Los vectores forman un sistema de generadores de generadores

A) Los vectores son L.I. } sistema minimo
Una base = sistema minimo de generadores.
Nota: La 22 condicion de base se presupone, por lo que, bastara con

comprobar si los vectores son L.I (12 Condicion).

Toda Base (hay infinitas) tendra un n° de vectores igual a la dimension del

espacio Vectorial.

Toda Base de IR3— Tendra exactamente 3 vectores.
Ejemplo:
Estudiar si los vectores \71,(2,],3) ,v2(1,1.0) ,V3(311) forman bases en IR3

(comprobar 12 Condicién) — ¢Son L.I?

o
—
[ 9]

_- O W
LS I
b

(W]

1°Hallar el Rango dela Matriz :
=(3+2+0)-(0+9+1)=5-10=-5 %0
Por lo que el Rg (M) =3 =n° de vectores.
EsL.D

Solucién : Be = {(2,1,3) , (1,1,0) , (3,1,1)} Son vectores L.I y forman base.

Dimensiones de un espacio vectorial:

- Es el nimero de componentes que posee cualquier vector de dicho
espacio vectorial.
- Es el nimero de vectores que tiene cualquier base en dicho espacio
vectorial.
Espacio Vectorial IR3 = Dimensién 3 — Todos los vectores tienen 3

componentes.

19
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(2, 3,1, 0) O IR4 = Espacio Vectorial de Dimension 4.

De dimensién 2 — El vector tiene 2 componentes y 2 vectores.

5. EJERCICIOS
EJERCICIO 1.

Comprobar que H = {(x,y, Z) OIR3 / x + y + Z = 0} es un subespacio vectorial

en IR3 y encontrar una base.
A) Comprobar que forma un subespacio vectorial:
Como la ecuacidn caracteristica es:
- Lineal
-  Homogénea

Se trata de un subespacio vectorial.

B) Encontrar una Base.

- Dimension F + n© ecuac. Caracteristicas = Dimension E

E + 1 = 3

*Una base estara formada por dos vectores:
- Qué cumplan dicha ecuacion caracteristica.
- Quésean L.I
0 X+y+Z=0:
0 (2,3,-5) » 2+3-5=0
0 (38,4,-7)23+4-7=0

Ahora comprobaré que son L.I:

2 3
2 3
3 4 =8-9=-1%0
3 4 2 3
-5 - g » =-14+15=1%0
3 4 i
|=—.1+20=—1¢0
-5 -7
SonL.I.

20
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EJERCICIO 2.

A) Encontrar las ecuaciones del Subespacio generado por {(1, -1,0), (0, 1,-1)}
B) Idem. Con {(1, 1, 0)}

A) Seguiremos los pasos:
1. Nos dan un sistema generador: < (1, -1, 0), (0, 1, -1)>

2. Comprobar si los vectores son L.D o L.I.

10

—1-0=120 |

-11

10 1

M=|-11]; =1-0=1%0 Rg (M)= 2 = n° vectores — L.I
0 -1 ’
0 -1

10
==1-0=-1=0

0 -1
J

3. Entonces, al tratarse de vectores L.I, constituira una base de F:
Br = {(1,-1,0), (0, 1, -1)
- Dimension F + n© ecuac. Caracteristicas = Dimension E

2+1=3

4. Ecuaciones paramétricas:

V(xltxhx_:) e F- (xl:x:=x3) = (1: - 1:0)+ ,B(O:L—I)

X, =-a+ B Ec. paramétric as.

X_; ='ﬁ

21
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5. Ecuaciones Caracteristicas:

Exigimos que sea compatible el sistema de las Ecuaciones paramétricas:

Rg(C)=Rg (a)
1 0
C=|-11 Rg (C)=2
0 -1
x 10 ®Rg (A) =ha de ser 2.
A=|y -11|=0 El Rg (A) no puede ser 3.El determinan te ha de
Z 01 valer 0.
0 1 0x =(0+x+Z)-(-y)=x+Z+y=0
L p-1 4y X+ v+ Z = 0 — Ecuac.Caracterigicas
-1(Z 0-12Z :

Y ahora se comprueba en la ecuacion los vectores (1, -1, 0), (0, 1, -1):
X+y+Z=0
1-1+0=0| .
siquesecumple.
0+1-1=0
B) F: <(1,1,0)>
Seguiremos los pasos:
1. Nos dan un sistema generador.

2. Comprobaremos si el vector es L.D o L.I:

1
M=|1 Rg M) =1=n° devectores - L.I
0

3. Entonces, al tratarse de un vector L.I, constituira una base de F.
Br={(1, 1, 0)}
- Dimension F + n° Ecuacion caracteristica = Dimension E

1+2= 3

4. Ecuaciones Paramétricas:

V(xl,x:,xs) e F-> (xl,x:,xs) = (l,l=0)

XN = & X={
X, = & —> y= & Ecuaciones Paramétric as

-

x;=0  Z=0 22
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5. Ecuaciones Caracteristicas:

Exigimos que sea compatible el sistema de Ecuaciones paramétricas,
Rg (C) =Rg (A).

1 x 1
=11 Rg (C) =1 A= |y
0 Z 0

* Rg(A) nohadeser?2.
Tododosmenore® determinatesde2x2,

handevalerO.
x 1
=X—-y= 0~
y 1
y 1 . —
7 0 =0-Z =0 > Ecuaciones Caracteristicas
x 1
=0-Z=0-
Z 0

Y ahora se comprueba en las ecuaciones el vector (1, 1, 0):

x-y=0 1-1=0 S; I
1 S SEC .
_Z =0 0=0 ol :
EJERCICIO 3.

Determinar los valores de Z para los cuales el vector (1, 3, Z) es combinacion

lineal de los vectores (1, 2, 4) y (1, -5, 1).

Encontrar los coeficientes de la combinacion lineal.
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* Para que el vector (1, 3, Z) sea combinacion lineal de los vectores (1, 2, 4) y (1, -

5, 1):
(1939Z)=a(13234)+‘3(1,'53 1)
l=a+p a=1-4
3=2a-56; 3=2-(1-p)-58 3=2-2B-58
Z=4a+p 3-2=-7p8
1 -1
_‘/ /
a:l—'/__l\,:E
\7) 7
2" 2
/ / / / /
: . e (8 -1 31)
- Coeficientes de la combinacién lineal = | =—, = —.Z = — |
' / / /)
EJERCICIO 4.

Considerar los vectores {(1, 2, 3), (1, 1, 1), (0, 2, 0)}
A) Demostrar que son una base en IR3.
B) Hallar las coordenadas en dicha base de los vectores.

((3,1,5),(2,0,3),(1,1,1),(1,0,0), (0, 1, 0), (0, 0, 1))

C) Hallar la expresion general de las coordenadas de un vector (x, y, Z) en dicha

base.

A) * Para que sean base ha de cumplir:
- Sea un sistema generador.

- Quesean L.I.

Consideramos que los vectores (1, 2, 3), (1, 1, 1), (0, 2, 0) son un sistema de

generadores.
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Ahora hay que comprobar si son L.I:

oft 1 o0f1
2 2 1 2[2 =(0+0+6)—-(2+04+0)=6-2=4=%0
03 1 0f3

Rg (M) |= 3 =no de vectores — L.I.

Al cumplir ambas condiciones, forman base de IRs.
BrIR3 = {(19 2, 3)’ (1, 1, 1)9 (0, 2, 0)}

B) (3,1,5=0a(1,2,3)+p(1,1,1) + ¢ (0,2,0)
(3,1,5) = (¢, 20, 30) + (B, B.B) + (09, 2¢0,090)

3=a+pf a=3-8 > 3-2=1
1=2a+pB+2p; 5=3-(3-pP+p 5=9-38+p
- 4
3=3a+p 5.9=28 4=28 p=3=
1=2a+B+2p
1=2-1+2+42p 1-2-2=2p
-3
"2

(Y lo mismo con el resto de Coordenadas).
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&)
0 |x 1 0 b
a=21y 1 2|,
0(Z 1 0| 2Z
0+0+22)-(2x+0+0) 2Z-2x
4 = =
4 4
0|1 x O0f1
B= 22 y 2|2
03 Z 03
0+0+6x)-(2Z+0+0) 6x-2Z
4 = =
4 4
o=
1 1 x
2 1 vy
31 Z_(2x+Z+3y)—(y+3x+2Z)_2x+Z+3y—y+3x—2x_
4 4 4
Solucion
- X=1
- Y=2
- Z=-3/2
6. CONCEPTO

Sea E y F dos espacios vectoriales :
E : Espacio Vectorial Origen.
F : Espacio Vectorial Imagen.

Se llama aplicacion lineal de E en F y se representa :

f:E - F atoda aplicacion que cumple 2 condiciones :

1. Ix+y)=Ix)+lly) ox,yoE

>LaImagen de la Suma = a la suma de las Iméagenes.
lex)=adly) oxoE
2. UalK

—La Imagen de un escalar son un vector = al escalar por la imagen del vector.

NOTA : I(?(): Imagendel vector x
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NOTA : Es evidente que la imagen de 1 vector siempre esta en F.

§F J(x)

7. MATRIZ DE UNA APLICACION LINEAL

Es aquella matriz que nos proporciona la imagen de 1 vector cualquiera

de E para lo cual, basta con multiplicar la matriz por dicho vector.

EJEMPLO:
Dada la matriz de la aplicacion :
3 1 2
M=(4 0 3
1 1 2

= {Obtener f (2, 3,4) ?

3 1 2 2] [2x3 3x1 4x2| [6+3+8| [17
4 0 3| 3| =2x4 3x0 3x4=[8+0+12=|20
11 2 4] [1x2 1x3 2x4 [2+3+8| |13

3x3

[(234)=(172013) E F

(2,3,4) | (17,20,13)

NOTA : El nimero de columnas de la matriz de la aplicacion = Dimension E.

Segan el numero de filas de la matriz de la aplicacion = Dimension F.

EJEMPLO:

Dada la matriz de la aplicacion :

N M P

3
0

5
1. ¢De qué aplicacion se trata?

2. Hallar f (2, 3, 4)
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3. Hallar f (3,5)
Dimension E = 2 }

Dimension F = 3

DimensionE =2 . ) 3
1. . . Setratadelaplicacion|: IR? - IR
DimensionF=3
2. f (2,3, 4) = No se puede hallar la imagen de (2, 3, 4) porque el espacio

origen es IR

3. f(38,5)?

13 3 3x1 5x3 3+15 18
40 { }= 3x4 5x0|=(12+0|=| 12

2 5 2x3 5x5 6+25 31
IR2 IR3
(3, 5) (18,12, 31)
E F
Ejemplo:
Dada la matriz de la aplicacion B { 1 30 }
1. {De qué aplicacion se trata? 2 0 3

2. Hallar f (2, 3, 4)
3. Hallar f (3,5)

1. DimensionE=3
} [1IR® 5 IR?

DimensionF=2

2
{130}

.3 =
2.0 3,1,

3x1

2x1 3x3 4xd [2+9+07 [11
2x2 3x0 4x3 |4+0+12| |16

3- f(35):
No se puede calcular puesto que, la f (3,5) es de origen IR2 y el espacio origen
es IRs.

Nota:La base canoénica de un espacio vectorial estd formada por los

elementos neutros.
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- Base canonica de IR2 es : {(1,0) , (0,1)}
- Base candnica de IR3 es : { (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)}

- Base canonica de IR4 es : {(1,0,0,0,) , (0,1,0,0), (0,0,1,0) , (0,0,0,1)}

Interpretacion de la matriz de la aplicacidon :

Las columnas de la matriz de la aplicacién son las imagenes de los

vectores de la base canonica de E.

EJEMPLO:
2 3 4 o onE<3
Imensione =
=M=[1 0 1 Dimension F 3} [IR® = IR®
| | =
2 2 1

Interpretacion de la matriz

[(1,00)
J(010)
[(001)

1
M - =
BASES CANONICAS {2 15

(212) - (1rz0002)=(200)
(30.2) - (0mB1m02)=(000)
(412) -~ (omoman)=(003)

3 4| DimensionE=3 5 )
_ N [[IR® 5 IR
DimensionF=2

INTERPRETACION DE LA MATRIZ
[(100) = (12) - (102) = (10)
J(010) = (31) - (omB1m)=(01)
[(001)=(45) - (0m05) = (00)

. ., S IR®
DimensionF=3

|

Il
o w -
N P

DimensionE =2 )
[:IR

INTERPRETACION DE LA MATRIZ

[(10)= @35)
0D = (412
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Aplicacidn lineal definida por sus componentes:

Cuando nos dan una aplicacion lineal definida por sus Componentes, nos
dan la imagen de un vector genérico E y se tendra que:
1. El nimero de incognitas sera la dimension de E.

2. El nimero de componentes sera la dimension de F.

EJEMPLO:
Dadala expresion: ~ |[(x,y,Z)= {Sx -2y, 4y+30, y+ Z]
N —

%/—J

3 componentes

El nimeradeincognitas=dimE=3 [ IR® L IR?
El nimeradeComponente=dim.F=3| -

[(x,y) = (x+3y,2x - y,X) [{IR? 5 IR
[(xy,2)=(x-y+Z,y+3x) [:IR® = IR?

Cuando nos dan una aplicacién lineal definida por sus componentes, para

hallar la imagen de un vector, basta con sustituir el vector en las componentes.

J(x,y,Z) = (Bx- 24y +3Z,x+ Z)
| 123) = (31— 24[2+3[B1+3)
J(1.23) = (+117,4)

Cuando nos dan una aplicacion Lineal definida por sus componentes y

nos piden obtener la matriz de la aplicacion, bastara con copiar por filas los

coeficientes de las incognitas ene los componentes.

[(x,y,Z) = Bx-2y,4y+3Z,x+2)

Hallar la matriz de la Aplicacion:

3 -2 0
M=0 4 3
1 0 1
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EJEMPLO:

—

[(x,y) =| 3x+4y, 2x-y, x+y, 3x-7y}
—_— Y=

4 componentes

Numerodeincognitas= 2 [R? . IR
Numerodecomponente= DimensionF=4 [ =~

3 7

2
1 1
3

EJEMPLO:

354

19 } ¢Cual es la aplicacion lineal?

Dadala matriz M = {

Columnas
Numerodelncognitas = DimensionE =3
NumerodeComponents = DimensionF= 2

\_Q/_—J

Filas

[1IR® = IR?
J(x,y,Z) = Bx+5y+4Z,x+ 2y +62Z)

EJEMPLO:
Si [(xy) = (@x-2yA4x+y):
Hallar f (3,4).
DimensionE=2 )
. . [1IR? & IR
DimensionF=2

[(34) = 3B-2MAB+40) = (9- 812+4) = (116)

IR2 IR2
(X,Y) (1,16)
E F
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8. EJERCICIOS

EJERCICIO 1.

Comprobar si las siguientes aplicaciones son o no lineales:

a) f1:IR3 - 1IR3, dadapor f:(Xy,Z) = (X.X+V, X+V+Z)
1. f [(X1, Vi, Zi) + (Xz, V2, 22)] = f (X1, Vi, Zi) + f (X2, V2, Zz)
f [(&3 Vi, 21) + (Xz, Va, 22)] = f (xl + X2, V1 +¥2, Z + 22) o=

| = Xi +Xo, Xs+y1 + Xo4Y2, X1 +V1+Zs + Xo+Y24Z2 |

F (X1 Y1, Zo)+ f(Xz, V2, Z2) = (X1, X4y, Xe+Vit+Zs) + (X2, Xo+Ya2,
X2+}72+22)=

= X1+ Xz, X1+V1 + Xo+V2, X1 +V1+Z; + X2+V2+Z2>  Si se cumple.

2. fla®xy,Z)=a-f(xy,2)
f(a(?.‘:,y’Z))=a'f(x,YsZ)_) XX, oX + ay, ax+ay+a.Z

o-f(X,Vv,Z) =o(XXtV, X+V+Z) = | oX, ox+oy, oxX+oy+oZ

Si se cumple, por lo tanto, al cumplirse la propiedad 1 y 2, es una

aplicacion lineal.

b) f2:IR2 - 1IR3, dadapor f2(xy,) = (X,V,X+V)
i T [(%1, ¥1) + (X2, y2)] = F (X1, ¥1) + f (X2, y2)
J (X1, ¥1) + (X2, ¥2)] = F (X1 + X2, V1 +¥2) =

= X1 + X2, V1+V2, Xi+X2 +Vi+ V2

2. flax,y)=a-f(X,y)
o (%) =/ (ox, ay) =| (ax, ay, ox + ay) | Sique se cumple

o-f(X%y) =0 (Xy,x+y) =| ox, ay, ox+oy
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¢) f3:IR3 - IR2, dadapor f;(xy,Z)=(x-V,V-Z)
1. f [(X1, Vi, Zl) + (-\:2, )"2,22)] - f (-\:1, Vi, Zl) + f (X2, Va2, 22)

T (X1, ¥1, Zs) + (X2, V2, Z2)] = f (X1 + X2, V1 + V2, Zs+Z2) =

= Xi-Vi+ Xo+V2, Vi+Z; + V2-Z2

J (X1, V1, Zs) + (X2, V2, Z2)] = (X1 - V1, Vi- Zs) + (X2-Y2, ¥2-Z2) =

=|X1-V1 + X2-V2, V1i-Z1 + V2 — Z2 | Si que se cumple.

2. f (a (X, v, Z)) =a-f (X, v, Z)
f e (x,y,2Z)) =7 (ox, ay, o) =| ox- ay, oy - oZ

o-F(x,y,2)=0- (x-y,y-Z) = ox-ay, oy - oZ

Si se cumple, por lo tanto forma Aplicacion Lineal.

1

No se trata de una aplicacion lineal, puesto que “f “esta formado por un

término independiente o constante.

e) f5: IR3- IR2, dadapor f5(X,y,7Z)=(x2x+7Z)
il

No se trata de una aplicacion lineal, puesto que, al poseer “f “ un término

al cuadrado, determina una parabola.

EJERCICIO 2.

Obtener la matriz de las siguientes aplicaciones lineales:
a) f:IR3- IR3, dadapor f(x,y,Z) = (3x+y, X-y, X+Z).

3 1 0|-3x+y
M={1 -1 0|-x-Yy
1 0 1|-x+Z

b) g: IR3— IR, dada por g (x,y, Z) = 2x — 2y + 27
M=[2 -2 2
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d) @ :1IR5 - IR2 dadapor @ (u,v,X,v,2) = (X, u)

Para no equivocarnos ponemos:

(ou+ov +1x +oy+0z, u+ov+ox +0z)

V\(’ /V
X, u)
00 10 0
M=
[1 0 0 0 o}
e) f:IR3—>IR? dadapor f(X,y,Z)=(2x+y-5Z, 3x-3y-Z).

2 1 -5
M=
[3 -3 -1}

EJERCICIO 3.

Una aplicacion lineal O : IR2 - IR2 cumple:

0(1,2) =(3,4), O (1,1) =(2,0)

Hallar su matriz:

r 7

-11.0 +0.(0,l
=) )
N .
Bases Canonicas
1-1(1,0)+2-J(0.1) = (3.4)
1-1(1,0)+1-1(0.1) = (2.0)

incognitas

J 1-(1,0] +2_.(o,1j =(34)
I02)= (3=4)} nas t‘“ i } Ahora hay que decir, como |
i) =020)] | } es aplicacién lineal -

J =(2.0)

2

— Tenemos un sistema de Ecuac. Con 2

= Ahora restaremos las dos :
1-/(10)+2-1(0.1) = (3.4)
-1-1(10)+1-1(0.1) = (2.0)
1-J(0,1)=(1.4) — Ahora sustituyo
1-1(10)+2-(1.4)=(3.4)
j1.0)+(28)=(34) - T (L0)=(14)
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EJERCICIO 4.

Una aplicacién f : IR3 - IR2 cumple f (1,1,1) = (2,2) v f (2,2,2) = (4,3). Si
es lineal, calcular su matriz.

f:IR3_IR2
[(122) = (22) } [[1f10,0)+1(02,0)+1{001)] = (22)
[(222) = (43)] I[2{1,00)+ 2{01,0) + 2{001)] = (43)

Este ejercicio esta hecho con mala pata, porque no llegaria a resolverse el

sistema y no habria solucién.
I(222) = [fer{111)] = 200(121) = 21{22) = (44)
y segun el enunciado f (2,2,2) = (4,3) Es Incompatible.

- No existe matriz porque el sistema es Incompatible.

EJERCICIO 5.
Idem con h: IR3 - IR2 tal que h (1,1,1) = (2,2) y h (2,2,2) = (4,4).
f:IR3- IR
2
i) =022) | Tf-(0.0)+1-(01,0)+1-(0,01)] = (2.2
'(2:2:.2) - (4,41)} [2-(1.0,0)+2-(0.1,0)+2-(0,01)] = (4.4)

1-J(1,0.0)+1-§(0,1,0)+1-§(0,0.1) = (2.2)
-2-1(1,0,0)+2-J(0,1,0)+2-§(0,0.1) = (4.4)

1(1,0,0)+J(0.1,0)+ 1(0,0,1)=(2.2)

NOTA: Si en un sistema de ecuaciones, una ecuacion es C. Lineal de otra u

otros, dicha ecuacion debe de eliminarse (es la misma).

[(200)+/(010)+J(001)=(22) Esunsistemaompatible
Indetermado- tienanfinitas
solucionegendremasfinitasnatrice
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Una de ellas seria:

[(100)+[(020)+(001) = (2,2)
(34)+(45)+(-5-7)=(22)
l
Con tal de que nos dé (2,2) las matrices son infinitas.

Una matriz seria:
3 4 -5
M =
4 5 -7

EJERCICIO 6.

Sea f : IR2-, IR3 una aplicacion lineal definida de la siguiente manera:

f(1,1)=(-2,-1,-3)y f (-1,0) = (2,1,3).

Halla la matriz asociada a “f” respecto de las base Candnicas.

J(L1) = (-2-1-3)> [I1-(L0)+1-(0.1)]| = (- 2,—1,—3)} Como" [" es

I(-10)=(2.13) > (I[-1-(1L.0)+0-(0.1)]))= (2.1.3) Aplicacién Lineal :
1-(1,0)+1-(0,1) = (-2,-1,-3)

-1-1(1,0)+0-J(0.1) = (2.1.3)

1-1(0.1) =(0.0.0)

§(10)+1-(0,0,0) = (-2.-1-3)
1(L0)=(-2.-1.-3)

-2 0
M=|-1 0

NOTA: Si una serie de vectores de E forman una base sus imagenes
formaran una base def, siempre y cuando coincida el nimero de vectores con la
dimension del espacio.

(En IR", n+1 — vectores son siempre L.D)
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